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4. Finite-Differenzen-Verfahren
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Finite-Differenzen-Verfahren

e Ein numerisches Stromungsmodell ist eine raumlich und

zeitlich diskretisierte Wasserbilanz eines Gebietes Q.

Flr eine endliche (finite) Zahl von Knoten/Zellen wird die
Standrohrspiegelhohe h; ; berechnet. Grundlage der
Berechnung sind die Wasserbilanzen fiir die endliche
(finite) Zahl der Zellen.

Differentialquotienten werden durch Differenzenquotienten
fur bestimmte Geometrien (Knoten/Zellen) und Zeitschritte
ersetzt.

oh  Ah hy—hy dh _Ah _h—h
dx Ax x,—=x o At I 1y
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Finite-Differenzen-Verfahren

Stromungsgleichung im 2D-Fall:

J .
a(‘-m'Qx) + (n?qj) :—n/jrSaﬁﬂ‘ﬁ?W

Ox dy ot

m = durchstromte Méchtigkeit (1im freien Aquifer istm = h) [L]

Stromungsgleichung im 2D-Fall:

i —mkfﬁ,%—mkfﬁ_ o + o —mk“\,%—n?kfﬁ_% :—S%+w
ox " ox gy T Oxe Ty ot

ke o usw.: Komponenten des Durchlissigkeitstensors [L T"']

S = mSy: Speicherkoeftfizient [-]

w»> = Externer Zufluss (positiv) oder Abfluss (negativ), bezogen auf die Querschnitts-
fliiche in der x-y-Ebene [L T™]
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Finite-Differenzen-Verfahren

Blockzentriertes Netz
(block-centered)

Gitter (Netz)

|(Knoten)

Gitterzentriertes Netz
(node-centered)

Gitter (Netz)

.Stﬂtzpunkt (Knoten)
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Finite-Differenzen-Verfahren
x$
o Aufsicht des Modellgebietes
o Brunnen
O
’ Y L e
Ax Ax(x)
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° :

Diskretisierung mit konstanten und variablen Gitterweiten

Masterstudiengang Hydrologie — Modul 6 Grundwasserhydrologie — Teil 2 Stromungsberechnung — FD-Verfahren

UNI
I

FREIBURG



FREIBURG
HYDROLOGIE w

Finite-Differenzen-Verfahren

Die finiten Knoten werden mit Indices bezeichnet:

sl — 1(x)
]
-—f-————_—«—-————'-—
| |
1 O O Q
L g=1g-0 | aa=1 | 0+10-0) ! i
4
O ' O O O
I(y) -0 | oD i) |
| |
) 1
I (=1.4+1) (1+1,]+1) |
- + —— - —,— | ] +. -
1 ] [}

~ -




FREIBURG
HYDROLOGIE w

Finite-Differenzen-Verfahren

Die finiten Knoten werden mit Indices bezeichnet:

— 3

1 O se0
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Finite-Differenzen-Verfahren

Zustrom - Abstrom (t, t+At) = A Speichervolumen (t, t+At)

At(Q1 + Q2 + Q3 + Q4 + Q) = (ho(t + At) — ho(t))So Ax Ay

Mit DARCY erhalt man: 0, — Ax T () = hp(£)
Ay
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Finite-Differenzen-Verfahren

Annahme: Q,_, wahrend des Zeitintervalls (t,t+At) wird
durch die h,_, zu einem Zeitpunkt t' innerhalb (t,t+At)
angenahert.

Die Vorzeichen der Zufliisse sind +, die der Abflisse -.

T10, Toor T30r Tap SiNd die mittleren Transmissivitaten
zwischen den Knoten O und 1, 0 und 2, 0 und 3, 0 und 4.

Vorteil der Mittelwerte zwischen den Knoten:

mit harmonischen Mittel T,, =2 T;*T, / (T, + T,) kOnnen
einfach undurchlassige Rander und Anisotropie simuliert
werden konnen.
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Finite-Differenzen-Verfahren

Einsetzen der DARCY-Gleichungen in die Kontinuitats-
gleichung und Division durch Ax *Ay ergibt die Knoten-
gleichung in lokalen Indices:

Uho(t + At) — ho(t)

S
At
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Finite-Differenzen-Verfahren

Ubergang von lokalen zu globalen (Doppel)-Indices
beschreibt die Gleichung flr jeden Knoten im Modellgebiet

S [ A —
! | |
. [ O O 1
= Ny ===> N n 0-9—1) e KO
4 0 2
O[O 1° | | O, | & | &
I (=1,1+1)
-+———
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Finite-Differenzen-Verfahren

Zu jedem Knoten gehoren zwei Transmissivitaten TI und
TJ in x- bzw. y-Richtung,

TI; ; ist die Transmissivitat zwischen dem Knoten (i,j) und
dem Nachbarknoten in positiver x-Richtung (i+1,j)

TJ;; ist die Transmissivitat zwischen dem Knoten (i,j) und
dem Nachbarknoten in positiver y-Richtung (i,j+1)

Die vier Transmissivitaten zwischen den benachbarten
Knoten werden wie folgt ausgedrickt:

T].O -—=2> TJ |1J'1 Tzo -—=> TI |1J
T30 -——> TJ |/J T40 -——> TI |'1,J
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Finite-Differenzen-Verfahren

Transformation der T-Wert-Indizierung:

> X
0 => (i,j)
1 == il
2 => (i+1,]
7 3 => (i,j+1
ICRRE  asay st
y (I.I)lj>('+1*l)
:
@TJ — TUZ => Tlu
b Toz => TJy
(+1) i Tosa = Tao = Tli—q,
Tor = Tio = TJi-1
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Finite-Differenzen-Verfahren

Es ergeben sich n Gleichungen fur n Standrohrspiegel-
hohen h; ; (t+At):

hij(t + At) — hy;(t)
Si At B

hu—d(f)-hu(f)_+;TthH4JCf)-hu(f)
Ay? AX?

hij1 () — hig(t) Iy, b (@ ) =050
AX?

TJi,j_l -t

+ TI;; + dij

Ay?
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Finite-Differenzen-Verfahren

Die Knotengleichungen flr Randknoten enthalten Stand-
rohrspiegelhohen, die auBBerhalb des Modellgebietes (i =
1, ..., Ngyi=1,.., N)liegen.

Um die Gleichungen zu I6sen, muss dort die Information
aus den Randbedingungen einflieBen, die entweder die
Hohe oder den gesamten Randzu/ab-flussterm vorgeben.

e undurchlassiger Rand
e Rand mit Randzufluss

e Rand mit vorgegebener Standrohrspiegelhohe
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Finite-Differenzen-Verfahren

Undurchlassiger Rand bzw. nicht-rechteckige Gebiete:

Randerung des Modellgebietes mit Knoten der lokalen
Transmissivitat 0. Durch Verwendung des harmonischen
Mittels wird die mittlere Transmissivitat und der Zustrom

aus dieser Zelle = 0.

Modellgrenze —
Gebietsgrenze
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Zustromrand:

Wandle um in einen undurchlassigen Rand und addiere
den Randzufluss Qg zu Quellenterm Q; ; der Zelle.

(1) Randzufluss Qg in Zelle O
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Finite-Differenzen-Verfahren

Rand mit vorgegebener Piezometerhohe hg:

Liegt ein Randknoten mit vorgegebenem hg innerhalb des
Modellgebietes, entspricht der Wert von h, der Losung der
Knotengleichung. Alternativ: sehr groBer Speicherko-
effizient (S = 1 *102°), der die Zelle ,,unendlich" viel
Wasser speichern Iasst.

~— | :
:—T*O—?—J— «— Rand mit vorge-

s S ELDE N, ‘ gebener Standrohr-
; spiegelhohe hy
Ax
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Finite-Differenzen-Verfahren

Der ungespannte Aquifer:

FUr den ungespannten Aquifer wird die Knotengleichung
grundsatzlich in gleicher Weise gelost.

T ist eine Funktion von h und der Aquifersohle b:
Ti,j = kfi,j (hi,j - bi,j)

Die Standrohrspiegelhdhen h; ; entsprechen den Hohen zur
Zeit t+At in einem vollstandig impliziten Schema, so dass
die Differenzgleichung nach Einsetzen nichtlinear in h;;
(t+At) werden und das System nur noch iterativ gelost
werden kann.
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Finite-Differenzen-Verfahren

Der halbgespannte (,,leaky™) Aquifer:

Der Austausch zwischen modelliertem Aquifer und
externem Reservoir lautet:

Qi,j = kfi,j (hi,j Sl i,j) / di,j

mit Leakage-Faktor Li,j = kfi,j / di,j

Q,; Leakage kann direkt zu den q;; der Differenzgleichung
addiert werden.
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Finite-Differenzen-Verfahren

In- und Exfiltration von Oberflachengewassern:

in Analogie zum halbgespannten Aquifer:
Qi = Ly (h%; - h;y) fur h;; > bR;;
Qi =Li; (hR;; - bRy) fur h;; < bR;;
mit Leakage-Faktor L;; = kf;; / d;;

Wasserspiegel im Gewasser hR, ;
Hohe der Gewassersohle bR, ;

Fallt die Standrohrspiegelhdhe h; ; unter die Gewasser-
sohle, ist der Zufluss unabhangig von h; ;. Die durchstrom-
te Flache A ist die gesamte Zellflache oder ein Bruchteil.
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Finite-Differenzen-Verfahren

In- und Exfiltration von Oberflachengewassern:
Q,; = Li; (h%; - hyy) fir h;; > bR ;
Q,; = L (hR;; - bR;) fir h;; < bR,

Knoten
iy Ll i+1,]
|
!
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Finite-Differenzen-Verfahren

Es bleibt ein System von maximal Nx Ny linearen
Gleichungen, die zu l6sen sind.

Wo liegt t' innerhalb des Betrachtungsintervalls (t,t+At)?

Fir t = tist h;; (t+At) die einzige Unbekannte in der
Knotengleichung und das Gleichungssystem kann explizit
nach h;; (t+At) aufgelost werden.

Fur t' = t+At erhalt man ein System gekoppelter
Gleichungen, welche die unbekannten h;; (t+At) implizit
enthalten.

Gewogenes Mittel h;;(t)) = (1-6) h;;(t) + 6h;; (t+At) --->
auch implizite Gl. (CRANK-NICHOLSON-Schema 6 = 0,5).
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Finite-Differenzen-Verfahren

Die Standrohrspiegelhdhenverteilung h; ; (t) zur Zeit t
muss durch die Anfangsbedingungen bzw. das
Berechnungsergebnis des vorhergehenden Zeitschrittes
gegeben sein.

Im stationaren Fall ist oh/ot = 0. Am einfachsten eliminiert
man den Speicherterm in dem Gleichungssystem durch
Null setzen.

Die Unbekannten sind dann die Standrohrspiegelh6hen hi,j
(t) = hi,j (t+At).

Das stationare Gleichungssystem muss dann implizit
gelost werden.
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Finite-Differenzen-Verfahren

Explizite Losung des Gleichungssystems:

hij(t + At) — h;;(t)

Y -
hij—i(t) — hi(t) hip1;(t) — hy(t) |
e ! AYZ ! =+ Tli; == +
hij+1(t") = hy(t) hi—1(t') — hy(t)
— TJi!j L Ay3 - + TI;— L Ax? + (i

t' = t setzen und nach h;; (t+At) auflosen ergibt:
hi’j('[ e At) == hi:j(t) ~—

At hji_ (lt) — h; (t) hj.+_j (t) — h; (t)
TJi i ) e J TL _ 2 )
i Si ; ( U Ay~ o S AX? *
o i (T} = D5(1) hi—1(t) — hj;(t) i
_!_ TJLJ .} S - "_] % + TIi_]’ 'JJ '..I + ql,
Ay? : Ax? ")
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Finite-Differenzen-Verfahren

Explizite Losung des Gleichungssystems:
hi,j('[ e At) == hi:j(t) ~—

At / hii— (lt) — h; (t) hj_H (t) — h; ([)
g TJI - ) o J TL : ) 2]
i Si ; ( Um Ay~ A AX? *
e s (1= DL} hi—y(t) — hi(t) \
+ TJ;; i + TIi_y; AxZ + qi,j/)

LOsung des Gleichungssystems durch Einsetzen der
Anfangsverteilung h; ; (t;) und direkter Berechnung von h; ;

(t,+AL).

Wiederholtes Einsetzen der Ergebnisse als neue Start-
werte flhrt dann h;; zu jeder gewiinschten Zeit.
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Explizite Losung des Gleichungssystems:

Leicht zu programmieren, schnelle Berechnung maoglich.

Um stabile Losungen zu erzielen, muss At sehr klein
gewahlt werden.

Haufig unrealistisch kleine Zeitschrittlangen im Sekunden-
bereich.

Simulationszeitraume von mehreren Jahren werden damit
auBerst zeitaufwendig.

Die Methode wird in der Praxis selten angewandt.
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Implizite Losung des Gleichungssystems:
hiaj(t —+ At) — hi,}'(t) _

Su At
hij—1 (1) — hi(t') hi14(t") — hy(t)
[ T + T A +
hij+1(t) — hiy(t) hi— 1 (") — hy(t')
+ TIi; ! A m | Ax? + Qi

t' = (t+At) setzen und umformen ergibt:

111

T g0
hj_l,j(t + At) AX;,J -+ hi,j_i( + At)

TLi—y;  TL TJi,j—l R ﬁ)J,
hw(t*m)(“ A R R AE O Bty
TLJ
Ax?

_l_

T
+hig (t+ A 8 = —ay — Sy

hi+ 1 (t -+ At) Ay
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Implizite Losung des GleichunqssvstemS'

111

L
hi_1j(t + At) L S

Ax? *
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Finite-Differenzen-Verfahren

Implizite Losung des Gleichungssystems:

Die implizite Losung wird durch eine Umindizierung der
Doppel- in Einfachindices erleichtert:

1(x) —
. Lo
'ololo | 1|2|3|4|5|6|7|8]9
et | a0 ] oerien ! 10| oo | aor
I(y) o 5
9o oo ] o ] e ] Y v [1=2]1=1] 1 |i+1]142]
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Implizite Losung des Gleichungssystems:

Danach lasst sich das Gleichungssystem als Matrix (a,)
wie folgt schreiben:
Spalten |

>

ajthy +aphy +...+ ajhy, = by

axthy 4+ axhy +... + azhn = by

llllllllllll

an_lhl = an2h2 “ e armhn . bn
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Finite-Differenzen-Verfahren

Implizite Losung des Gleichungssystems:

Die Koeffizientenmatrix (a,) ist eine symmetrische n x n-
Matrix mit n = Nx *Ny.

Der groBte Teil der Koeffizienten ist gleich Null.
In jeder Zeile k sind maximal 5 Elemente ungleich Null.

Dies sind die Koeffizienten a,, von h, und die Koeffizienten
der vier h an den vier Nachbarknoten von des Knotens k.
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Implizite Losung des Gleichungssystems:

Werden die Knoten zeilenweise nummeriert, so sind die
die Elemente:

—TIi—l,j TIi,j TJi,j—l TJi,j Si,j

a =

= AX2 Ax2 A2 Ay At
TILJ' TIi_Lj

dk k4+1 = E Akl = A

" .y 1 T

kk—Nx = AyZ kk-+Nx = Ayt *
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Implizite Losung des Gleichungssystems:

Flr einen Aquifer mit 3 X 3 Knoten ergibt sich eine
symmetrische Koeffizientenmatrix der Form:

/x X xXNO 0 0 O 0\
X X x 0 xN\NO 0 O
0 x x 0 0 xXNO O
© U 0 X X B x>0
()= | ONKX 0 X X X 0 x%O-|sfmneeenacaee X = Element
0 ONx 0 x x 0 O ungleich Null
0 0 ONx O O x x
0 0 0 ONx 0O x x
\0 0 0 0 O\x 0 x x/ ¥ 3 X3 Zeilen k

3 X 3 Spalten |
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Implizite Losung des Gleichungssystems:

[x x 0 xN\0 0 0 0 O\ |ms 1. Zeile enthalt die
B = = = 0 o 00 © Koeffizienten der
TEEREEREE "R B Knote_n 1, 2und 4
ungleich Null --->
! Wasserfluss
2. Zeile enthlt die zwischen den Zellen
Koeffizienten der Knoten 1, 2, 3 1-2 und 1-4.
und 5 ungleich Null ---> v
Wasserfluss zwischen den N S
Zellen 1-2, 2-3 und 5-2 L]
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Implizite Losung des Gleichungssystems:

Die Matrix hat eine sog. Bandstruktur (symmetrisch und
Hauptdiagnale gleich Null).

Die Losung des Gleichungssystems erfolgt durch Losung
der Matrixkoeffizienten mit direkten oder iterativen
Verfahren.

Direkte Verfahren losen das Gleichungssystem in einem
Schritt und haben ein exaktes Ergebnis.

Nachteil: hoher Speicherbedarf und hohe Rechenzeit bei
Problemen mit groBer Knotenanzahl.
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Finite-Differenzen-Verfahren

Implizite Losung des Gleichungssystems:

Iterative Verfahren |losen das Gleichungssystem durch
Einsetzen eines ,, geratenen” Ergebnisses und sukzessive
Verbesserung des Berechnungsergebnisses.

Vorteil: geringer Speicherbedarf und kurze Rechenzeit,
geeignet flur kleine Rechenanlagen und Probleme mit
groBer Knotenanzahl.

Verlangen eine Fehlerschranke zum Abbruch der Iteration.

Beschleunigung des Iterationsverfahrens durch sog.
Relaxations- oder Beschleunigungsfaktoren (siehe SOR in
MODFLOW).
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Finite-Differenzen-Verfahren

Implizite Losung des Gleichungssystems:

Die bekanntesten Iterationsverfahren zur Losung der
Stromungsgleichung sind:

e GAUSS-SEIDEL-Verfahren
e JADI-Verfahren
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Explizite versus implizite Losung des Gleichungssystems

explizit implizit

- Gleichungen werden Punkt fir - Gl. als Gleichungssystem

Punkt abgearbeitet formuliert
- Randbedingungen gesetzt - Randbedingungen in
oder extrapoliert Systemmatrix integriert
- Zeitschrittbeschrankung - keine Zeitschrittbe-
schrankung
- ein Zeitschritt wenig - ein Zeitschritt aufwendig,
aufwendig, aber viele notig aber nur wenige notig
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